Exercice 2-bts-2007 :  12 points

Dans ce problème, on s’intéresse à un filtre modélisé mathématiquement par l’équation

différentielle suivante : 
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La fonction e représente l’entrée aux bornes du filtre et la fonction s la sortie.

On admet que les fonctions e et s admettent des transformées de Laplace respectivement notées E et S. 
La fonction de transfert H du filtre est définie par : S(p)= H(p)×E(p).

On rappelle que la fonction échelon unité
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est définie par :
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Partie A

1. Montrer que : 
[image: image4.wmf]1

()

1

Hp

p

=

+

..

2. La fonction e est définie par :  
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a. Représenter graphiquement la fonction e.

b. Montrer que : 
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c. En déduire
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d. Déterminer les nombres réels a, b et c tels que : 
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e. En déduire l’original s de S.

f. Vérifier que : 
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3. a. Comparer 
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b. Calculer 
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et étudier son signe sur les intervalles 
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c. En déduire le sens de variation de la fonction s sur l’intervalle 
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d. Déterminer la limite de la fonction s en 
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Partie B

    On note j le complexe de module 1 et d’argument .

   On prend 
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où 
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 désigne un nombre réel positif. On a alors : 
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   On munit le plan d’un repère orthonormal 
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 d’unité graphique 10 cm.

1. Montrer que l’ensemble (
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) des points m d’affixe 
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lorsque
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décrit l’intervalle 
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    est une demi-droite que l’on caractérisera.

2. Quel est l’ensemble (
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 ) des points M d’affixe 
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décrit l’intervalle  
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3. Représenter, dans le repère 
[image: image29.wmf](;,)

Oij

®®

 les ensembles (
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CORRECTION 

1°. En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de l'équation différentielle (E), 
    on obtient: 
[image: image32.wmf](

)

()

()()

dst

stet

dt

æö

+=

ç÷

èø

LL

.  La transformation de Laplace étant linéaire, l'égalité devient : 
 
[image: image33.wmf](

)

(

)

()

()()

dst

stet

dt

æö

+=

ç÷

èø

LLL

où 
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2°.a.  
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          f(t) = 0  pour tout t de 
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       Représentation graphique 

2° b) 
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2.c. 
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 désignant la transformée de Laplace de la
     fonction 
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, la transformée de Laplace de la 
     fonction 
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. Dans le formulaire on lit que la transformée de Laplace de 
     f’ est  
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    Comme 
[image: image66.wmf](0)0

s

+

=

 ; 
[image: image67.wmf]()

()

dst

pSp

dt

æö

=

ç÷

èø

L

. On adopte ici des notations usuelles sans perdre de vue que, 
    dans la transformation de Laplace, 
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 opère sur la fonction 
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    En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de l'équation différentielle (E), 
       on obtient: 
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. La transformation de Laplace étant linéaire, l'égalité devient 
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       Vu l'expression de
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demandée dans l'énoncé,  on obtient : 
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      Ou encore 
[image: image77.wmf](

)

(

)

22

1

()

11

p

e

Sp

pppp

-

éù

êú

=-

êú

++

ëû

.

2.d. pour tout 
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réel non nul et différent de -1 , 
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    cette dernière fraction est égale à 
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   numérateurs sont égaux pour tout p de 
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   Or ces deux numérateurs sont des polynômes qui sont égaux si et seulement si les coefficients de 

    leurs monômes  de même degré sont égaux .d’où : 
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e. Reprenant l’expression de 
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  Or 
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( voir formulaire )

  Pour déterminer 
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  Dans le formulaire on lit que l’original de 
[image: image98.wmf]()

ap

Fpe

-

 est 
[image: image99.wmf]()()

ftata

--

U

 ici 
[image: image100.wmf]1

a

=

 . 

   Donc 
[image: image101.wmf](

)

1(1)

2

111

(1)1(1)

1

pt

etet

pp

p

---

æö

æö

ç÷

-+=--+-

ç÷

ç÷

ç÷

+

èø

èø

L

U

.

  En définitive , 
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2.f.  Si 
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        Donc 
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       La représentation graphique de la fonction 
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Partie B
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