Exercice 1

Cet exercice se compose de trois parties qui peuvent être traitées indépendamment l’une de l’autre .

On s’intéresse aux requêtes reçues par le serveur web d’une grande entreprise , provenant de clients dispersés sur le réseau Internet .

La réception de trop nombreuses requêtes est susceptible d’engendrer des problèmes de surcharge du serveur .

Partie A 

Dans cette question , on s’intéresse au nombre des requêtes reçues par le  serveur, au cours de certaines durées jugées critiques.

On désigne par 
[image: image1.wmf]t

 un nombre réel strictement positif . on appelle
[image: image2.wmf]X

la variable aléatoire qui prend pour valeurs le nombre de requêtes reçues par le serveur dans un intervalle de temps de durée
[image: image3.wmf]t

(exprimée en secondes).La variable aléatoire
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suit une loi de poisson de paramètre 
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 .
1.Dans cette question , on s’intéresse au cas où 
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   a) Déterminer la probabilité que le serveur reçoive au plus une requête au cours d’une durée 
[image: image7.wmf]t

de 0,01 s.

   b) En expliquant votre démarche , déterminer le plus petit entier naturel 
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2. Dans cette question , on s’intéresse au cas où 
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    On rappelle que la loi de poisson de paramètre 
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peut être approchée par la loi normale de

     moyenne 
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    En utilisant cette approximation , calculer :

   a) la probabilité 
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   b) une valeur approchée du nombre réel positif 
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 tel que 
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Partie B

   Dans cette partie , on considère :

.  d’une part , que la probabilité pour le serveur de connaître des dysfonctionnements importants au cours 

   D’une journée donnée est 
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.  d’autre part , que des dysfonctionnements importants survenant cours de journées distinctes constituent

   des événements aléatoires indépendants.  

1. On appelle 
[image: image18.wmf]Y

 la variable aléatoire correspondant au nombre de jours où le serveur connaît des 

    dysfonctionnements importants au cours d’un mois de 30 jours.

  a) On admet que la variable aléatoire 
[image: image19.wmf]Y

suit une loi binomiale .

       Préciser les paramètre de cette loi .

   b) Calculer , à 
[image: image20.wmf]3
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près, la probabilité que le serveur connaisse au plus 2 jours  des dysfonctionnements 

       importants pendant un mois .

2. On appelle
[image: image21.wmf]Z

la variable aléatoire correspondant au nombre de jours où le serveur connaît des 

     dysfonctionnements importants au cours d’une année de 365 jours .

   a) Donner sans justification , la loi de probabilité de la variable aléatoire 
[image: image22.wmf]Z

.
   b) Donner l’espérance mathématique et l’écart-type de la variable aléatoire 
[image: image23.wmf]Z
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Partie C 

    Dans cette partie , on s’intéresse à la durée séparant deux requêtes successives reçues par le serveur .

    On appelle
[image: image24.wmf]T

la variable aléatoire qui prend pour valeurs les durées (exprimée en secondes) séparant 
    l’arrivée de deux requêtes successives par le serveur .

1. On désigne par 
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 un nombre réel positif . la probabilité que
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prenne une valeur inférieure ou égale à 
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    est donnée par : 
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   a) Calculer
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 en fonction de 
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 .

   b) En déduire la valeur de 
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 pour laquelle 
[image: image32.wmf](

)

0,95

PTt

£=

. On donnera la valeur exacte puis une valeur 

       approchée au millième de seconde.

2.  

a) Calculer à l’aide d’une intégration par parties , l’intégrale 
[image: image33.wmf]500

0

()500

t

x

Itxedx

-

=

ò

.

b) Déterminer la limite 
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 de 
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tend vers 
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  Le nombre 
[image: image38.wmf]m

est l’espérance mathématique de la variable aléatoire 
[image: image39.wmf]T

. Il représente la durée moyenne 
  séparant la réception de deux requêtes successives. 

 Commentaire :
Ce modèle ,très simple , intéresse les concepteurs de systèmes d’information ou de télécommunication car il fournit des évaluations de certaines performances d’un système, en particulier au sens du « scénario du pire des cas »

Exercice 2 (11 points )

Dans cet exercice , on étudie un système « entrée-sortie ».

La partie A permet de déterminer la réponse à l’échelon unité .

Les partie B et C permettent d’étudier les perturbations résultant d’une coupure de 0,1 seconde . 

On rappelle que la fonction échelon unité 
[image: image40.wmf]U

est définie par :
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Une fonction est définie sur 
[image: image42.wmf]R

est dite causale si elle est nulle sur l’intervalle 
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Partie A

On considère la fonction causale
[image: image44.wmf]1

s

telle que , pour tout nombre réel
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On note
[image: image47.wmf]1

S

la transformée de Laplace de la fonction
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1. Montrer que 
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2. En déduire 
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()

st

pour tout réel 
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La courbe représentative de la fonction
[image: image52.wmf]1

s

est donnée par la figure 1 du document réponse.
Partie B

On considère la fonction causale
[image: image53.wmf]2

s

 telle que , pour tout nombre réel
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On note
[image: image56.wmf]2

S

la transformée de Laplace de la fonction
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1. Représenter graphiquement la fonction 
[image: image58.wmf]2

e

définie l’ensemble des nombres réels par :
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2.Déterminer 
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3.

a) En déduire 
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pour tout réel 
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b) Justifier que : 
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2

2

()00

()01

()(1)1

t

t

stsit

stesit

steesit

-

-

=<

ì

ï

=£<

í

ï

=--³

î

.
4. Etablir le sens de variation de la fonction
[image: image64.wmf]2
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 sur l’intervalle 
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5. Calculer 
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6. On appelle 
[image: image67.wmf]2

C

 la courbe représentative de la fonction
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a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

	
[image: image69.wmf]t


	1             
	1,1             
	1,5              
	2                 
	2,5                
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    Les résultats seront donnés à 
[image: image71.wmf]2
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b) Compléter le tracé de la courbe
[image: image72.wmf]2

C

 sur la figure 2 du document réponse , à rendre avec la copie .

Partie C 

     On considère la fonction causale
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 telle que , pour tout nombre réel
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1. Soit la fonction 
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 définie sur l’ensemble des nombres réels par :
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a) Montrer que 
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 appartenant à l’intervalle 
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b) Déterminer 
[image: image81.wmf]3
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c) Représenter graphiquement la fonction 
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    Pour la suite , on admet que : 
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2. Etablir le sens de variation de la fonction
[image: image85.wmf]3
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 sur l’intervalle 
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3. Calculer 
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4. On appelle 
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 la courbe représentative de la fonction
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a) Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :
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	1 ,1            
	1,5             
	2                 
	2,5                
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    Les résultats seront donnés à 
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b) Compléter le tracé de la courbe
[image: image93.wmf]3

C

 sur la figure 3 du document réponse , à rendre avec la copie .

Document réponse à rendre avec la copie ( exercice 2)
Figure1: représentation graphique de la fonction 
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Figure 2: représentation graphique de la fonction 
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 Figure 3: représentation graphique de la fonction 
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Exercice 1

1. 
a) La variable aléatoire
[image: image100.wmf]X

suit une loi de poisson de paramètre 
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       Donc
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 et on a : 
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   la variable aléatoire X a pour valeurs le nombre de requêtes reçues par le serveur dans un intervalle 

   de temps de durée
[image: image105.wmf]t

 sont deux à deux incompatibles .Donc le serveur reçoive au plus une requête au

   cours d’une durée 
[image: image106.wmf]t

de 0,01 s  a pour probabilité :
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b) 
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 Par conséquent, afin de déterminer le plus petit entier n0 à l’aide la table de la loi de Poisson, il faut ajouter 

 successivement les valeurs de façon à dépasser 0, 95. à l’aide de la table de la loi de poisson ( voir 
  formulaire ) , 
  on lit : avec 
[image: image110.wmf]5

l

=

, On obtient  
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  et 
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  On conclut que 
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2. a la loi de poisson de paramètre 
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peut être approchée par la loi normale de moyenne 
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    et d’écart-type 
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2. b
   On se ramène à la loi normale centrée réduite pour utiliser sa table donnée dans le formule en posant 
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   en appliquant la formule du cours 
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   à 0,995 et on a :
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Partie B

1a). Soit 
[image: image126.wmf]Y

 la variable aléatoire correspondant au nombre de jours où le serveur connaît des 

    dysfonctionnements importants au cours d’un mois de 30 jours

    Le serveur connaît des dysfonctionnements importants au cours d’une journée est 
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   Ou bien le serveur ne connaît pas des dysfonctionnements importants au cours d’une journée( échec)
   avec la probabilité 
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   ( tirage avec remise ).   Donc la variable aléatoire X suit la loi binomiale B(n, p),où 
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   b) On pose 
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 2.a) On pose 
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    b)  
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Partie C

1. a. 
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    b. 
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2. 
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Exercice 2

Partie A
2. on rappelle la transformée de Laplace connue suivante ( voir formulaire) 

    Pour tout nombre
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 est linéaire donc 

    
[image: image164.wmf](

)

(

)

(

)

11

0

()()()

t

stsudut

+=

ò

U

LLL

 et 
[image: image165.wmf](

)

11

()()

stSp

=

L

 , 
[image: image166.wmf](

)

1

1

0

()

()

t

Sp

sudu

p

=

ò

L

et 
[image: image167.wmf](

)

1

()

t

p

=

U

L


    Donc on  a : 
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 donc on passe à l’original et on obtient  
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      Ici 
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Partie B

1. 
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   On déduit que 
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2. on rappelle les transformée de Laplace connues suivantes ( voir formulaire) 

    Pour tout nombre
[image: image186.wmf]p

de 
[image: image187.wmf]]0;[

+¥

 , 
[image: image188.wmf]1

(())

t

p

=

U

L

  alors 
[image: image189.wmf]1

(())

p

te

p

-

-=

U

t

t

L

. Par conséquent , 

   
[image: image190.wmf](

)

22

0

()()()(1)

t

stsudutt

æö

+=--

ç÷

èø

ò

UU

LL


   
[image: image191.wmf](

)

(

)

(

)

22

0

()()()(1)

t

stsudutt

æö

+=--

ç÷

èø

ò

UU

LLLL

 , on sait que 
[image: image192.wmf](

)

(1)

p

e

t

p

-

-=

U

L


  Et on a : 
[image: image193.wmf](

)

(

)

2

222

()

1111

()()1()1

1

p

pp

Sp

ep

SpSpeSpe

pppppp

-

--

æö

+

+=-Û=-Û=-

ç÷

+

èø

.

  
[image: image194.wmf](

)

()

()

p

at

e

et

pa

t

t

t

-

--

-=

+

U

L

et 
[image: image195.wmf](

)

(

)

11

2

1

()1

1

p

Spe

p

---

æö

=-

ç÷

+

èø

LL


  
[image: image196.wmf]11(1)

2

1

()()(1)

11

p

tt

e

stetet

pp

-

-----

æö

æö

=-=--

ç÷

ç÷

ç÷

++

èø

èø

UU

LL


    
[image: image197.wmf](1)

2

()()(1)

tt

stetet

---

=--

UU


    
[image: image198.wmf](1)

2

()()(1)

tt

stetet

---

=--

UU

 et enfin 
[image: image199.wmf](

)

2

(1)

00

()[0;1[

1[1;[

t

ttt

sit

stesit

eeeesit

-

----

<

ì

ï

=Î

í

ï

-=--Î+¥

î


4. 
[image: image200.wmf](

)

2

1

()

t

t

e

s

e

-

=--

 , 
[image: image201.wmf]2

s

 est dérivable sur 
[image: image202.wmf]R

 et on a : 
[image: image203.wmf](

)

2

'()

1

t

st

ee

-

=-

, on sait que 
[image: image204.wmf]0

t

e

-

>


     Pour tout réel 
[image: image205.wmf]t

 et 
[image: image206.wmf]10

e

->

, on déduit que 
[image: image207.wmf]2

'()0

st

>

et par conséquent la fonction 
[image: image208.wmf]2

s

est strictement
     Croissante sur 
[image: image209.wmf]R

 et en particulier sur 
[image: image210.wmf]]1;[

+¥

.

5. 
[image: image211.wmf]22

(1)(1)

ss

+-

-

 : 
[image: image212.wmf](

)

11

2

1

(1)lim(1)(1)1

t

t

seeeee

+

+---

®

=--=--=-+

.   
[image: image213.wmf](

)

1

2

1

(1)lim

t

t

see

+

---

®

==


    Donc 
[image: image214.wmf]11

2222

11

(1)(1)lim()lim()11

tt

ssststee

+-

+---

®®

-=-=-+-=-

.
6 a.

	
[image: image215.wmf]t


	1             
	1,1             
	1,5              
	2                 
	2,5                

	
[image: image216.wmf]2

()

st


	
[image: image217.wmf]0,63

-


	
[image: image218.wmf]0,57

-


	
[image: image219.wmf]0,38

-


	
[image: image220.wmf]0,23

-


	
[image: image221.wmf]0,14

-




    Les résultats seront donnés à 
[image: image222.wmf]2

10

-

près.
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Figure 3: représentation graphique de la fonction 
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