Jeudi 14 mai 2009.

DS de Mathématiques. TS1 et TS2.
4 heures. Calculatrice autorisée.

EXERCICE 1. 5 points.

_In(x + 3)

On considére la fonction f définie sur [Qopfpar f(x) = Xt 3

la.Résoudre suR l'inéquation1-In(x+ 3)= 0.
1b. Etudier les variations de f et dresser son tabtkavariations.

2. On définit la suite (Y, opar son terme général ; @ J.M f (X)dx.

2a.Justifier que, sig x<n + 1, alors f(n + 1¥ f(x) < f(n).
2b. Montrer, sans chercher a calculgr, que, pour tout entier naturel n : f(n +<l, < f(n).
2c. En déduire que la suite juest convergente et déterminer sa limite.

3. Soit F la fonction définie sur [0 eef par F(x) = (In(x + 3))2.
3a. Justifier la dérivabilité sur [0 ;e¢] de la fonction F et déterminer, pour tout réedipbx, le nombre F'(x).

3b. On pose, pour tout entier naturel ,n,:ljon f(x)dx.

Exprimer |, en fonction de n.
4.0n pose, pour tout entier naturel R=S%H+ U+ ... + U1
Calculer Q. La suite (§ est—elle convergente ?

EXERCICE 2. 5 points.

Un responsable de magasin achéte des composartteigiigues auprés de deux fournisseurs dans Ig®gions suivantes :
25 % au premier fournisseur et 75 % au second.
La proportion de composants défectueux est de Bé% ke premier fournisseur et de 2 % chez le second
On note : D I'évenement « le composant est défestue
F, I'évenement « le composant provient du premierrfisseur »
F, 'événement « le composant provient du deuxiénoenfigseur »
la.Dessiner un arbre pondéré.
1b. Calculer p(Dn Fy), puis démontrer que p(D) = 0,0225.
1c. Le responsable du magasin découvre qu’un de sepasants est défectueux. Quelle est la probabjlité provienne du
premier fournisseur ?

Dans toute la suite de I'exercice, on donnera wslewr approchée des résultats & @res.
2. Le responsable commande 20 composants. Quelke gsibabilité qu’au moins deux d’entre eux soiéfectueux ?

3. Des études montrent que la durée de vie de I'uredecomposants est une variable aléatoire notag Xuit la loi de durée
de vie sans vieillissement ou loi exponentiellgpdeametre\, avecA réel strictement positif.

3a. Sachant que p(X > 5) = 0,325, détermiker

Pour les questions suivantes, on premdra0,225.

3b. Quelle est la probabilité qu'un composant durensaie 8 ans ? plus de 8 ans ?

3c. Le responsable du magasin vérifie les composHmisnstate que I'un d’entre eux fonctionne de@iens.

Quelle est la probabilité que ce composant durs @¢u8 ans ?

EXERCICE 3. 2 points.

ROC.

n(n=1) (n
klk-1) |k
Prise d'initiatives.

Soit k et n deux entiers, avé< k < n : prouver que—
On dispose d’'un dé équilibré a 6 faces. Combiefodefaut-il lancer le dé pour que la probabilitélatenir au moins une fois
le six soit supérieure a 99% ?




EXERCICE 4. 3 points.

s . . e e T
On considére les deux équations différentiellegasues définies su}—z ;E{ :

(E) : y'+(1+tanx)y= cosx,
(Eo): y+y=1.
1. Donner I'ensemble des solutions de I'équatiog).(E
2a. Soientf etg deux fonctions dérivables sx}r—g : ]—;[ et telles quef ( x) = g( x)cosx.

Démontrer que la fonctioest solution de (E) si et seulement si la foncg@st solution de (§}.
2b. Résoudre I'équation (E).

EXERCICE 5. 5 points (non spé)

Partie A
a(1+i)=1+3

ia? =-4+3

2. Pour tout nombre complexe on posef(z)= Z—(1+3i) z+( -4+ 3i). Montrer quef(z) sécrit sous la forme

1. Déterminer le complexe tel que{

(z-a)( z- ). En déduire les solutions (sous forme algébrigeséquatiorf ( z) =0.

Partie B
Le plan complexe est rapporté a un repére ortme@d® ; U, V), unité graphique 5 cm.

1. On considére les points et B d'affixes respectivesa=2+i et b=-1+2i. PlacerA etB dans le repére et compléter la
figure au fur et a mesure.

Montrer queb = ia, en déduire que le triangl@AB est un triangle isocéle rectangle tel ((l@, 53) =’ET.
2.0n considere le poir® d'affixe ¢c= —1+% i . Déterminer I'affixe du poinD tel que le triangl®©CD soit un triangle isocele

rectangle tel qu&é ocC, WD) :%T'

On pourra conjecturer 'affixe d@ a I'aide de la figure pour traiter la questionvsuite.
3.S0itM le milieu du segmenB[C]. On appellezs;; et zy; les affixes respectives des vecte@M et DA. Prouver que

—ZW :1|

Z5x 2

4. Donner une mesure en radians(dﬁ, W) .

5. Prouver queOM :% DA.

6.0n appellel, K etL les milieux respectifs des segmer@d], [DA] et [AB].
On admet que le quadrilateH&LM est un parallélogramme, démontrer que c’est urécar

EXERCICE 6. 5 points.

Pour chacune deS propositions suivantes, indiquer si elle est vraie fausse et donner une démonstration de la réponse
choisie si vous la pensez vraie, un contre-exesiptn. Une réponse non justifiée ne rapporte aymint.

1. Le plan complexe est rapporté a un repére ortmoalodirect (O ; U, V). On considére la transformation du plan qui a tout
point d’'affixe zassocie le point d’affixeg’ définie par : z' = 2iz+ 1.

Proposition 1 : « Cette transformation est la siode directe de centre d’affixe é+§i , d'angle]—ZT et de rapport 2 ».

2. Dans I'espace muni du repére orthonorg@l i, j, IZ), on noteSla surface d'équatiorz = X +2x+ Y +1.

Proposition 2 : « La section &avec le plan d’équation= 5 est un cercle de centdede coordonnées (-1 ; 0 ; 5) et de rayon
5».

3. Proposition 3 : « 8%~ 1 est un multiple de 7 ».

4. Proposition 4 : « Si un entier natureést congru a 1 modulo 7 alors le PGCD de-8 et de # +3 est égal a 7 ».

5. Soienta etb deux entiers naturels.

Proposition 5: « S'il existe deux entiers relatifset v tels queautbv = 2 alors le PGCD da& et b est égal a2 ».



Corrigé du DS de Mathématiques
4 heures. Calculatrice autorisée.

EXERCICE 1. 5 points.

_In(x + 3)

On considére la fonction f définie sur [Qopfpar f(x) = Xt 3
exp/
la.Onal-In(x+3)2 0 In(x+3)< 1 x+ X e x< e &
Mais comme cette inéquation est définie paur —3, on trouve ques =] -3; e-3].

i(x+3)—|n(x+ 3) _1-

+
1b. f est dérivable comme composée de fonctions ddlegeet on af '(x) = x+3 5 In(x 23).
(x+3) (x+3)
Comme e — 3 <0, la question 1a conduit au tabdeavariations suivant :
X 2 +o0  Calcul de la limite : posons X = x + 3. Onlam X =+ ; mais d’aprés les résultats de croissance
f'(x) |0 - In(x) .
In(3) comparée, on sait quém ——= =0 d’ou par conséquentim f(x) =0.
_ X o 400 x X — +00
)| 3 N\
0

2. On définit la suite (Y, opar son terme général ; @ J.nnﬂ f (X)dx.

2a.n est positif et comme donc f décroit sur [n ;n¥dr conséquent, sikx < n + 1, alors f(n + 13 f(x) < f(n).

2b. f étant continue, on peut passer a l'intégraledaarement précédent. Comme l'intégration consérvdre, on a pour tout
entier naturel n :Jnn+lf(n +1)dx< u, < I:ﬂf(n)dx cad f(n+1)j:+ldxs Uy < f(n)jnn+ldx. Puisquejr:]ﬂdx:[)qg+1 =1,0na
bien f(n+1)<u,< f(n).

2c. PuisqueJlrpw f(X) =0 (Alb) on en déduit qu‘ﬂr[‘w f(n) = limw f(n+1) =0 donc d'aprés le théoreme des gendarmes, on a

limu, =0
3. Soit F la fonction définie sur [0 eof par F(x) = (In(x + 3))2.
1

3a. F est dérivable comme composée des fonctions eahnéx+3) : on aF '(x) = 2x 3
X

In(x+ 3)= 2f (x).

3b. % est donc une primitive de f et onI@z%[F]g :w

Chasles

4.0na §S=Ww+ W+ ... + Y= I:f +Jff +...+J f = I;f(x)dx: I,

F(n) - F(0) _

VuqueS§, = I, = 2

et que F tend clairement vefso en +oo , S diverge aussi verso .

EXERCICE 2. 5 points.

L - N . . 0.03 D
la. Voici I'arbre pondéré associé a la situation : -
0.25 !

0.97 D

0.02 D
0.75 = /

1b.Ona p(Dn Fy) = p(F) p, (D) =0.25x 0.03= 0.759.

Puisque F etElforment une partition, daprées la formule des philtds totales on a
p(D)=p(F n D)+ p(F, n D)=0.0075+ 0.7% 0.02 0.02.



0,
1c.On cherchep,, (F) = (DN F) _0.75%_ 1

p(D) 225% 3
2. Soit Y la variable aléatoire qui compte le nombie composants défectueux. La commande des 20 (sogeut se
modéliser par la répétition de 20 épreuves identiget indépendantes de Bernoulli, dont le sucdes @&fectueux) est de
probabilité 0.0225.
Y suit donc une loi binomiale de parametres n =28,0.0225.

Ainsi P(Y22)=1-P(Y=0- H Y=0)=1 Pt pg°-20pt @’= 0.07.

3a. Une loi exponentielle est de densité f(x)=Ae™ sur R" : par conséquent,

p(X21t)=1- p(X< t)=1—j; f(X) dxe .= &

22.

Pour notre cas cela donn@325=e>" - —51 = In(0.325)> A =M§25): 0.

3b. D’aprés les calculs précédents, op@EX >8) = €* = 0.835et p(X <8)=1- p(X = 8)= 0.16¢

3c. La probabilité cherchée espm(x >8) : une loi exponentielle étant a durée de vie saedllissement, on a
Pyss (X >8) = p( X>5) = 0.32F d’aprés I'énoncé.

EXERCICE 3. 2 points.

ROC.

par définition 11| " 1] = (n-D! _nh. (-1
klk-1) k (k-D((n-D-(k-1)! k (k-D!(n-kK)!

sl

Prise d'initiatives.
> Soit S I'événement « obtenir un six (a un laneé)le lancé d’'un dé de succes S est alors uneuéprée Bernoulli de

Mais n(n-1)!=n et k(k-1)!=kl dou

paramétre% .

> Répétons n fois ce lancé : il s'agit alors d’'ghé&ma de Bernoulli puisque les lancés s’effectagat le méme dé (épreuves
identiques) et peuvent supposés naturellement ardigmnts.

> Si x désigne la va qui compte le nombre de suyctasit alors une loi binomiale B(é,).

Nous cherchons alors n tel qug X =21)> 0.99= 1+ p( X= Q= 0.99- }(gj > 0.99 (—Zj < 0.

In(0.01) _
In(5/6)

Ln étant croissante, et In(5/6) étant négatif,ronte quen = 25.2 et donc on doit effecteur au moins 26 lancés.

EXERCICE 4. 3 points.

On considére les deux équations différentiellegasues définies sur = } —]—27;%[ :
(E) : y'+(1+tanx)y= cosx,

(Bo) : y'+y=1.

1. (Eo): y'=-y+1 : les solutions de cette équations sont les ionstdéfinies sul par g(x) = Ke*+1 ou KOR.

2a. Soientf etg deux fonctions dérivables sn}r—g : ]—;[ et telles quef ( x) = g( x)cosx.

Calculons avant touf '+(1+tan) f :on obtientf'+(1+tan)f =g 'cos g sin( * tahg cos =.g 'cogy «
cosz Osur |
——

Par conséquent, f est solution de (E)gsiost g coss cos = g+ g= % g solution de §.



2b.A laide de la question 1, on en déduit que leslutmns de (E) sont les fonctions de la forme
f(x) :(Ke'X +1) cosx, KOR.
Remarque : en fait, on a seulement prouvé danexeetice que ces fonctions sont dekitions, mais pas leslutions.

EXERCICE 5. 5 points (non spé)

Partie A

1. La premiére équation donne:ll—:_a:..: 2+i . Par ailleursia® =i (2+| )2 =..=-4+ 8 donc la seconde équation est
+i
vérifiée.

2. Développons le membre de gaucHa=a)(z- ir) = z=(1+ da+ig? = Z —(1+ 3i) z+(-4+ 3) = (2)

Les solutions de I’équatioh( z) =0 sont donc les complexes et ia .

Partie B
Le plan complexe est rapporté a un repére ortme@d® ; U, V), unité graphique 5 cm.

1.
>ja=i(2+i)=-1+2 =b
> soit R la rotation de centre 0, d’angizé : son écriture complexe egt—0= e? (z-0) = Z= i:donc I'égalité précédente
traduit le fait que B = R(A). On peut donc en dédugue le triangleOAB est un triangle isocéle rectangle tel que
— ——\ 7T
OA OB|=—.
(0A 0B)=3

2.De la méme maniére on a D = R(C) etdonc d = it/2 —i.
. . ) b+c 5.
3. SoitM le milieu du segmenB[C] : on a M > doncM _1+ZI .

Par conséquentzgy; = 3, :—1+‘§1 etz =z - % =g+2 i.

On obtient alorsﬁ = ...=1i .
Zsa 2
s =% =7\ _ oM | _ 1 \_nm
4.D’aprés le cours, on é\DA, OM ) zarg — |=arg =i |=— ( 21)
A 2 2
5.De méme,ﬁzli implique queﬁ =|Zi| - oM _1 cad OM _1 DA.
Z5a Z5i DA 2 2

EXERCICE 6. 5 points.

Pour chacune deS propositions suivantes, indiquer si elle est vraie fausse et donner une démonstration de la réponse
choisie si vous la pensez vraie, un contre-exesiptn. Une réponse non justifiée ne rapporte aymint.

1. Le plan complexe est rapporté a un repére ortmoalodirect (O ; U, V). On considére la transformation du plan qui a tout
point d’'affixe zassocie le point d’affixeg’ définie par : z' = 2iz+ 1.
Proposition 1 : « Cette transformation est la stode directe de centr d’affixe é+§i , d'angle]—ZT et de rapport 2 ».

Vrai
> 7' = az + b est bien I'écriture d’une similitudeecte

> a = 2i donc elle est d’angl’eg et de rapport 2.

> |'équation au point fixe z' = z a bien pour sdxlxut% +?23i



2. Dans I'espace muni du repére orthonor@l i, j, IZ), on noteSla surface d'équatiorz = X +2x+ Y +1.

Proposition 2 : « La section &avec le plan d’équation= 5 est un cercle de centtede coordonnées (-1 ; 0 ; 5) et de rayon
5».

Faux

SN P:{

~ 7 :le rayon du cercle obtenu edb .
z=5 z=5

z= X +2x+ ¥+l {(x+1)2+y2-5

3. Proposition 3 : « 8%~ 1 est un multiple de 7 ».
Vrai

On obtient facilement qus® =1 ( 7) et comme 750 $x125, 5% = (56)125 =1(7).

4. Proposition 4 : « Si un entier naturegst congru a 1 modulo 7 alors le PGCD de-38 et de 4 +3 est égal a 7 ».
Vrai

> soit d le pgcd cherché : d divise donc la comboralinéaire 4(8 +4) — 3(4 +3) cad d divise 7. Ainsid=1oud =7.
3n+4=0(7)

donc 7 divise chacun des nombres.
4n+3=0(7)

> Mais commen=1 (7) on a{
Ainsid =7.

5. Soienta etb deux entiers naturels.

Proposition 5 : « S'il existe deux entiers relatifstv tels queautbv= 2 alors le PGCD daetb est égal a 2 ».
Faux

a=2,u=-2,b=3etv=2fournit un contrerapde puisque 2 et 3 sont premiers entre eux.



