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1. dans cette question, on demande au candidat d’exposer des connaissances. 
On suppose connu le résultat suivant : La fonction x → ex est l’unique fonction ϕ dérivable sur IR telle que ϕ’ = ϕ et ϕ(0) = 1. 
Soit a un réel donné. 
a. Montrer que la fonction f définie sur IR par f(x) = eax est solution de l’équation y’ = ay. 
b. Soit g une solution de l’équation y’ = ay. Soit h la fonction  définie sur IR par h(x) = g(x) e−ax . Montrer que h est une 
fonction constante. 
c. En déduire l’ensemble des solutions de l’équation y’ = ay. 
2. On considère l’équation différentielle (E) y’ = 2y + cosx. 
a. Déterminer deux nombres réels a et b tels que la fonction f0 définie sur IR par f0(x) = acosx + bsinx soit une solution de (E). 
b. Résoudre l’équation différentielle (E0) y’ = 2y. 
c. Démontrer que f est une solution de (E) si, et seulement si, f – f0 est solution de (E0). 
d. En déduire les solutions de (E). 
e. Déterminer la solution k de (E) vérifiant k(π/2) = 0. 
 
 
 
1. dans cette question, on demande au candidat d’exposer des connaissances. 
On suppose connu le résultat suivant :  
La fonction x →→→→ ex est l’unique fonction ϕϕϕϕ dérivable sur IR telle que ϕϕϕϕ’ = ϕϕϕϕ et ϕϕϕϕ(0) = 1. 
Soit a un réel donné. 
a. Montrer que la fonction f définie sur IR par f(x) = eax est solution de l’équation y’ = ay. 

f est solution de y’ = ay ⇔ f’ = af ⇔ (eax )’= a eax ⇔ (ax)’eax = a eax ⇔ a eax = a eax ce qui est vrai. 
donc f(x) = eax est solution de y’ = ay. 

b. Soit g une solution de l’équation y’ = ay. Soit h la fonction  définie sur IR par h(x) = g(x) e−ax . Montrer que h est une 
fonction constante. 

g est une solution de y’ = ay donc g’ = ag. 
h(x) = g(x)e−ax . Pour montrer que h est une fonction constante on va calculer sa dérivée, on devrait trouver 0. 
h’(x) = (g(x))’e−ax + g(x) (e−ax)’ 

= g’(x)e−ax + g(x) (−ax)’e−ax  

= g’(x) e−ax – ag(x) e−ax  

= 0 car g’(x) = ag(x) donc h est une fonction constante c'est à dire : ∀ x ∈ IR, h(x) = C avec C ∈ IR. 
c. En déduire l’ensemble des solutions de l’équation y’ = ay. 

h(x) = g(x) e−ax  et h(x) = C donc g(x) = C eax  avec C ∈ IR. 
toutes les fonctions g obtenues sont les solutions de y’ = ay. 

2. On considère l’équation différentielle (E) y’ = 2y + cosx. 
a. Déterminer deux nombres réels a et b tels que la fonction f0 définie sur IR par f0(x) = a cosx + b sinx soit une solution 
de (E). 
f0 est une solution de (E) ⇔ f0’ = 2f0 + cosx ⇔ −a sinx + b cosx = 2a cosx + 2b sinx + cosx 
     ⇔ −a sinx + b cosx = 2b sinx + (2a + 1)cosx 

 cette dernière égalité est vraie si 


  -a = 2b
b = 2a + 1   soit 



  a = -2/5

b = 1/5   donc f0(x) = (−2/5)cosx + (1/5)sinx 

b. Résoudre l’équation différentielle (E0) y’ = 2y. 
y’ = 2y a pour solutions les fonctions définies sur IR par x → C e2x avec C ∈ IR. 

c. Démontrer que f est une solution de (E) si, et seulement si, f – f0 est solution de (E0). 
Montrons que : f est une solution de (E) ⇔ f – f0 est solution de (E0). 
 f – f0 est solution de (E0) ⇔ (f – f0)’= 2(f – f0) 
    ⇔ f’ – f0’ = 2f – 2f0 
    ⇔ f’− (2f0 + cosx) = 2f – 2f0 (car f0 est solution de (E)) 
    ⇔ f’ = 2f + cosx ⇔ f est une solution de (E). 
 donc l’équivalence est démontrée. 
d. En déduire les solutions de (E). 
On vient de voir (c) que : f est une solution de (E) ⇔ f – f0 est solution de (E0). 
  et (d) : f − f0 est solution de (E0) ⇔ (f – f0)(x) = C e2x avec C ∈ IR . 
      ⇔ f(x) = f0(x) + C e2x avec C ∈ IR . 
 donc les solutions de (E) sont les fonctions définies sur IR par f(x) = (−2/5)cosx + (1/5)sinx + C e2x avec C ∈ IR . 
e. Déterminer la solution k de (E) vérifiant k(ππππ/2) = 0. 

k(x) = (−2/5)cosx + (1/5)sinx + C e2x avec C ∈ IR ,  
la condition  k(π/2) = 0 va permettre de trouver C. 
k(π/2) = 0 ⇔ (−2/5)cos(π/2) + (1/5)sin(π/2) + C eπ = 0 

  ⇔ 1/5 + C eπ = 0 
  ⇔ C = −(1/5)e−π  donc k(x) = (−2/5)cosx + (1/5)sinx – (1/5) e2x−π  = (1/5)(−2cosx + sinx – e2x−π ) 


