Equation Différentielle non linéaire du premier ordre
I Introduction.generalite.

  Une équation différentielle 
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dont l'inconnue est
  une fonction définie par 
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sont ses dérivées successives. . Par exemple, chercher les 
  fonctions f  de la variable t dont la dérivée seconde sur 
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 est 4 t, c'est résoudre l'équation différentielle
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 . Dans ce cas particulier, toutes les fonctions solutions sont obtenues en calculant 
 des primitives 
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est une constante 
  réelle quelconque. 
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est une constante .On obtient une infinité de fonctions   

  solutions, puisque 
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 peuvent prendre toute valeur au choix. 
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est appelé solution 
 générale de l'équation différentielle. Parmi ses solutions , il existe une unique solution qui vérifie les conditions 
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 on obtient une solution particulière de l'équation différentielle vérifiant les conditions initiales ci-dessus est la fonction f définie sur 
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Définition : Etant données des conditions initiales sur 
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 , c’est-à-dire , étant donnés des nombres 
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Elle est appelée solution particulière satisfaisant les conditions initiales .

      La courbe représentative d’une fonction 
[image: image26.wmf]j

, solution de ( E ) , est appelée courbe intégrale .

II Equation Différentielle non linéaire du premier ordre.

1° Définition : On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre sur l'intervalle I de 
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 une équation 
              de  la forme : 
[image: image28.wmf]()'()()()()

atytbtytut

+=

où a et b sont des fonctions de la variable t dérivables sur I, avec
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pour tout élément t de I, et où u est une fonction définie sur I. Dans cette équation, l'inconnue,
               notée ici x, est une fonction dérivable sur I : 
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et x' désigne sa fonction dérivée sur I.

           Résoudre une telle équation, c'est déterminer toutes les fonctions dérivables sur I qui en sont solutions.

Remarques :  Si l'on utilise la notation différentielle de la dérivée, l'équation différentielle  
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2° équation homogène associée

      L'équation 
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est appelée équation homogène associée à 
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3° Résolution de l'équation homogène 
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    a) Cas particulier : les coefficients a(t) et b(t) sont constants

    On pose 
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où ( est le quotient des coefficients 
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     Dans le cas où ( est une constante réelle quelconque, la fonction définie sur 
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        est une solution de l'équation différentielle 
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b) cas général 

     Pour trouver toutes les solutions de l'équation différentielle 
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     Soit F une primitive de 
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 sur I ; F existe car les fonctions a et b sont dérivables sur I et a(t) ne 

     s'annule pas sur I  , on a donc 
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.la fonction 
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 ne s’annule pas sur I , donc 

    l’équation  précédente est équivalente à : 
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  ( C une constante réelle arbitraire ) donc pour tout réel t de I , et on a : 
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Théorème  Si a et b sont des fonctions continues, dérivables sur un intervalle I avec 
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     Exemple :    
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 . Une primitive F est définie par : 
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     Les solutions de (E1) sont donc les fonctions définies sur ] – 1, + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [ par
[image: image64.wmf]2ln(1)

tt

tCe

-++

a

 où C est une

       constante réelle quelconque. On constate que 
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3° Résolution de l'équation 
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Les fonctions a, b et u  sont continues sur un intervalle I de 
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sur I.

Sur I l’équation s’écrit :  
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 . Soit F une primitive de 
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 sur I ; F existe car les fonctions 

a et b sont dérivables sur I et a(t) ne s'annule pas sur I, donc l’équation  précédente est équivalente à : 
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Si G est une primitive sur I de la fonction 
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, C est une constante réelle.
Donc pour tout t de I : 
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. Dans la solution générale , on reconnaît :

( la solution générale dé l’équation 
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( à laquelle on ajoute  
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qui est une solution particulière de ( E ) car elle correspond à C=0 .
a) Théorème

    Soit a et b deux fonctions dérivables sur l'intervalle I de 
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    différentielle linéaire du premier ordre 
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    sur I. La solution générale de cette équation est obtenue en ajoutant une solution particulière 
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    solution générale de l'équation homogène associée 
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b) Exemple1 :  Une équation différentielle linéaire du premier ordre se résout donc en trois étapes. 

                        Equation différentielle sur ] 0 ; + SYMBOL 165 \f "Symbol"\h [ d'inconnue y : 
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où  C  est une constante réelle quelconque ( 
[image: image91.wmf]k

Ce

=

 ). 


[image: image92.wmf]·

Solution particulière de " 
[image: image93.wmf]'()()

tytytt

+=

 ". On cherche les réels a et b tels que 
[image: image94.wmf]()

p

ytatb

=+

.
  
[image: image95.wmf]()2

p

ytt

=

 est donc une solution particulière de 
[image: image96.wmf]'()()

tytytt

+=



[image: image97.wmf]·

Solution générale de "
[image: image98.wmf]'()()

tytytt

+=

"     
[image: image99.wmf]0

()()()2

p

C

ytytytt

t

=+=+

où  C est un réel quelconque.

c) Solutions particulières usuelles de l'équation différentielle linéaire 
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      On cherche une solution particulière de la forme  
[image: image112.wmf]()()

mt

ytzte

=

. 

      y est alors solution de l'équation  
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 et on se ramène au problème précédent.

 Exemple 2:  Résoudre sur I = 
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l’équation différentielle : 
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  et sur I on a : 
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La solution générale de ( E ) est définie par 
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III Equations différentielles linéaires du deuxième ordre  
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1° Définition Equation Différentielle linéaire du deuxième ordre

   On appelle équation différentielle linéaire du deuxième ordre sur l'intervalle I de EQ \o\al(I;\d\fo2()R) une équation de la forme : 
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  où a, b et c sont réels et où f est une fonction dérivable sur I
   Dans cette équation, l'inconnue, notée ici t, est une fonction dérivable sur I :
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 et x' désigne sa

   fonction dérivée sur I et x " sa fonction dérivée seconde.

   Résoudre une telle équation, c'est déterminer toutes les fonctions dérivables sur I qui en sont solutions.

  On n'étudiera que les équations à coefficients constants 
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2° Equation homogène (ou sans second membre ) associée 
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a) Théorème 1    Si 
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Démonstration   Soit 
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b) Théorème 2  (admis)

 Soit deux solutions 
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3° Equation caractéristique   Si l'on cherche des solutions de l'équation (
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Définition  

  L'équation ( C ) 
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s'appelle l'équation caractéristique de l'équation différentielle 
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4° Résolution de l'équation homogène  
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Théorème :    ( > 0  : L'équation caractéristique admet deux racines réelles  
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                                   Les solutions de l'équation  sont les fonctions  
[image: image169.wmf]12

12

()

rtrt

xtkeke

=+

.  

                      ( = 0 :  L'équation caractéristique admet une racine réelle double  
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                                  Les solutions de l'équation  sont les fonctions 
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  ( < 0 :  L'équation caractéristique admet deux racines complexes conjuguées :  
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    Les solutions de l'équation  sont les fonctions 
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Démonstration : Soit 
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deux cas se présentent : 

- Premier cas : 
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-Deuxième cas : r est une des deux racines simples ( distinctes ) du polynôme caractéristique de (
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  cette dernière égalité caractérise une fonction z’ solution sur I de l’équation différentielle linéaire homogène 

 du premier ordre : 
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( < 0 : (C) admet deux racines complexes conjuguées 
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Autre démonstration 

( = 0 : (C) admet une racine double 
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            Considérons la fonction 
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 ( > 0 : (C) admet deux racines réelles distinctes 
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( < 0 : (C) admet deux racines complexes conjuguées 
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            Par analogie avec les deux cas ci-dessus, on considère la fonction g définie sur
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           ces deux fonctions sont solutions de (
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5° Cas général   
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Théorème :  Les solutions de l'équation différentielle linéaire 
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s'obtiennent en ajoutant  

  à la solution générale de l'équation homogène une solution particulière de l'équation avec second membre.

6° Exemples de recherche de solution particulière
Propriétés
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est un polynôme de degré n alors il existe une solution particulière sous la forme d'un polynôme
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    Si a SYMBOL 185 \f "Symbol"\h0, b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, c SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0  alors le polynôme P est de degré 
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    Si a SYMBOL 185 \f "Symbol"\h0, b SYMBOL 185 \f "Symbol"\h 0, c = 0  alors le polynôme P est de degré 
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    Si a SYMBOL 185 \f "Symbol"\h0, b = 0, c = 0  alors le polynôme P est de degré 
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où  P est un polynôme et r SYMBOL 206 \f "Symbol"\h 
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     de variable 
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 on montre que la fonction z  est solution de l'équation différentielle 
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     Trois cas se présente :
1er cas : r est une racine double du polynôme caractéristique de (
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) ,alors l’égalité 
[image: image284.wmf]()

E

devient 
[image: image285.wmf]"()

azpt

=

.
             cette égalité indique que 
[image: image286.wmf]deg()2deg()

ztpt

=+

.
2ème cas :  r est une racine simple du polynôme caractéristique de (
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 De cette égalité, on déduit que  
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3ème cas : r n’est pas une racine du polynôme caractéristique de (
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Le second membre est de la forme 
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où p(t) est un polynôme de degré 
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On cherche une solution particulière de la forme 
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Par exemple 
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Si 
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est une solution de l’équation caractéristique et donc
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est un polynôme de degré 
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se trouve dans 
la solution homogène de l’équation différentielle sans second membre.
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