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Problème 1 (10 points)

Partie A : Résolution d'une équation différentielle

On considère l'équation différentielle 
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:
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, dans laquelle y désigne une fonction inconnue de 

 la variable
[image: image3.wmf]x

, dérivable sur l'ensemble 
[image: image4.wmf]R

des nombres réels. 
1.Résoudre l'équation différentielle 
[image: image5.wmf](
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2. Soit la fonction h définie sur 
[image: image7.wmf]R

par
[image: image8.wmf]()2
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. vérifier que h est solution de l'équation 
[image: image9.wmf](
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3. On admet que toute solution de 
[image: image10.wmf](
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s'écrit sous la forme 
[image: image11.wmf]gh
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, où
[image: image12.wmf]g

désigne une solution de 
     l'équation 
[image: image13.wmf](
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    a) Déterminer l'ensemble des solutions de l'équation 
[image: image14.wmf](
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    b) Déterminer la solution 
[image: image15.wmf]f

de l'équation 
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vérifiant la condition initiale
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Partie B : Etude d'une fonction exponentielle

On note
[image: image18.wmf]f

la fonction définie pour tout réel
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par :
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      On note 
[image: image21.wmf]C

sa courbe représentative dans un repère orthogonal
[image: image22.wmf](

)

;;

Oij

rr
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      Unités graphiques : 1 cm en abscisses et 2 cm en ordonnées. 

1. a) Déterminer la limite de 
[image: image23.wmf]f

en
[image: image24.wmf]-¥

. 
    b) En écrivant, pour tout réel 
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, 
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, déterminer la limite de 
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. 
        Quelle conséquence graphique peut-on en tirer pour la courbe 
[image: image29.wmf]C

? 
2.

   a)Calculer la fonction dérivée 
[image: image30.wmf]'

f

de la fonction 
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, puis démontrer que, pour tout réel 
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est du 
      signe de 
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   b) Dresser le tableau de variation de la fonction 
[image: image35.wmf]f

. 
3.
   a) Déterminer l'abscisse du point d'intersection de la courbe 
[image: image36.wmf]C

avec l'axe des abscisses. 
   b) Déterminer une équation de chacune des tangentes ( T ) et (T ') à la courbe 
[image: image37.wmf]C

aux points d'abscisses 
       
[image: image38.wmf]3/2

et 
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. 
   c) Tracer (T), (T ') et la courbe 
[image: image40.wmf]C

dans le repère 
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)

;;

Oij

rr

. 

Partie C : Détermination d'une primitive

1.Vérifier que, pour tout réel 
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,
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. 
2.En déduire une primitive de la fonction 
[image: image44.wmf]f

sur 
[image: image45.wmf]R

.

Problème  2
Partie A   

 On donne les deux équations différentielles : 
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1. Donner la solution générale de l'équation différentielle 
[image: image50.wmf](
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 et celle de l'équation différentielle 
[image: image51.wmf](
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2. Soit f une fonction définie sur l'intervalle 
[image: image52.wmf]R

par : 
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où f1 désigne une solution de 
    l'équation différentielle
[image: image54.wmf](
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et f2 une solution de l'équation différentielle 
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     Déterminer f (x) sachant que 
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Partie B
    Soit f  la fonction définie sur 
[image: image58.wmf]R

 par
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 et (
[image: image60.wmf]C

) sa courbe représentative dans un repère   

    orthogonal 
[image: image61.wmf](;;)
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.(unités graphiques : 2 cm pour l'unité sur l'axe des abscisses et 1 cm pour l'unité sur
     l'axe des ordonnées).
1. a Calculer 
[image: image62.wmf]lim()
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 (On pourra factoriser
[image: image63.wmf]2
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dans f(x)).
    b. Calculer 
[image: image64.wmf]lim()
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. En déduire une équation d'une asymptote () à (
[image: image65.wmf]C

).
    c. Déterminer les coordonnées du point d'intersection A de la courbe (
[image: image66.wmf]C

) et l'axe des abscisses. 

       Etudier la position relative de (
[image: image67.wmf]C

) par rapport à l'axe des abscisses.

2. Calculer 
[image: image68.wmf]'()
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. Montrer que 
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a même signe que 
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3. Dresser le tableau de variations de f sur  
[image: image71.wmf]R

.
4. Déterminer une équation de la tangente (T) à la courbe (
[image: image72.wmf]C

) au point B d'abscisse 0.
5. Tracer la tangente (T) et la courbe (
[image: image73.wmf]C

) dans le repère 
[image: image74.wmf](;,)
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Partie C
  On appelle D le domaine du plan limité par la courbe (
[image: image75.wmf]C

), l'axe des abscisses et les droites d'équations

  x = 0 et x = ln 3.
1. Déterminer une primitive F de
[image: image76.wmf]f

sur 
[image: image77.wmf]R

.
2. Calculer en cm2 la valeur exacte de l'aire du domaine D.

PROBLÈME 3- 10 points

      Les parties II et III peuvent être traitées indépendamment de la partie I.

Partie I

1. Résoudre l’équation différentielle 
[image: image78.wmf](
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 où l’inconnue y est une fonction de la variable réelle x, 

    définie et dérivable sur 
[image: image80.wmf]R

 et y′ sa fonction dérivée.

2. Soit l’équation différentielle 
[image: image81.wmf](
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où l’inconnue y est une fonction de la variable réelle x, 

    définie et dérivable sur 
[image: image83.wmf]R

 et y′ sa fonction dérivée.

a. Soit a un nombre réel et 
[image: image84.wmf]u

la fonction définie pour tout réel x par
[image: image85.wmf]()
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 .

    Déterminer a pour que la fonction u soit une solution de l’équation différentielle (E).

b. Soit b un nombre réel. On admet que la fonction 
[image: image86.wmf]w

 définie pour tout réel x par 
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est une 
    solution de l’équation différentielle (E). Déterminer b pour que la fonction 
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 vérifie 
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w

=

.

Partie II

On considère la fonction
[image: image90.wmf]f

définie pour tout réel x par  
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. On appelle
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la fonction dérivée de
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et 
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 la courbe représentative de
[image: image95.wmf]f

dans le plan rapporté à un repère orthonormal 
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 d’unité graphique 4 cm. 

 On remarquera que, pour tout réel x, on a 
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)

2

1

xxxx

eeee

-=-


1. Calculer 
[image: image98.wmf]lim()
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 et  
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. Que peut-on en déduire pour la courbe 
[image: image100.wmf]C

 ?

2. a. Calculer 
[image: image101.wmf]'()
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 pour tout réel x et étudier son signe. Calculer 
[image: image102.wmf](ln2)
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. On détaillera les calculs.

    b. Dresser le tableau de variations de la fonction 
[image: image103.wmf]f

.

3. Déterminer une équation de la tangente T à la courbe 
[image: image104.wmf]C

 au point d’abscisse 0.

4. Tracer la droite T et la courbe
[image: image105.wmf]C

.

Partie III

1. étudier le signe de f (x) suivant les valeurs du réel x.

2. Calculer 
[image: image106.wmf]ln2
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.

3. On considère la partie D du plan comprise entre l’axe des abscisses, la courbe
[image: image107.wmf]C

et  les droites d’équations 
    x = 0  et x = ln2. Hachurer la partie D sur le graphique.

    Déterminer l’aire de D. On exprimera le résultat en centimètres carrés.

PROBLÈME 4-11 points

Partie A : résolution d’une équation différentielle

Dans cette partie, on se propose de déterminer une solution particulière de l’équation  différentielle
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 où  y désigne une fonction numérique de la variable x, définie et dérivable sur l’ensemble

[image: image109.wmf]R

des nombres réels.

1. Résoudre l’équation différentielle 
[image: image110.wmf]2
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2. Vérifier que la fonction u définie sur l’ensemble
[image: image111.wmf]R

des nombres réels, par
[image: image112.wmf]11
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    de l’équation différentielle 
[image: image113.wmf]1
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3. On admet que toute solution
[image: image114.wmf]j

de l’équation 
[image: image115.wmf]1
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est de la forme 
[image: image116.wmf]2
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où C est un nombre 
    réel quelconque et u la fonction définie à la question 2.).
2. Déterminer la solution 
[image: image117.wmf]0
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 de l’équation 
[image: image118.wmf]1
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 telle que : 
[image: image119.wmf](0)3/4

j=

.

Partie B : étude d’une fonction

    On note f la fonction définie sur l’ensemble R des nombres réels par : 
[image: image120.wmf]2
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    On désigne par 
[image: image121.wmf]C

sa courbe représentative dans un repère orthogonal
[image: image122.wmf](;;)
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, d’unités 4 cm en abscisses
     et 10 cm en ordonnées.

1. Étude des limites de la fonction f

a. Déterminer la limite de f en +∞·

b. Justifier que 
[image: image123.wmf]222
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 et en déduire la limite de 
[image: image124.wmf]f

en 
[image: image125.wmf]-¥

.

c. Démontrer que la droite D d’équation 
[image: image126.wmf]11
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est asymptote à la courbe C en +∞, et préciser la 
    position de la courbe
[image: image127.wmf]C

par rapport à la droite D.

2. Étude des variations de la fonction f

a. Déterminer l’expression de la dérivée f ′ de la fonction f ·

b. Résoudre l’inéquation
[image: image128.wmf]2
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 et en déduire le tableau des variations de la fonction f .

c. Déterminer l’équation de la tangente T à la courbe
[image: image129.wmf]C

en son point d’abscisse 0.

d. Montrer que l’équation 
[image: image130.wmf]1
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possède une unique solution sur l’intervalle 
[image: image131.wmf][1;2]

. Justifier avec 
    précision et donner un encadrement d’amplitude 
[image: image132.wmf]2
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de cette solution.

3. Tracer, dans le repère 
[image: image133.wmf](;;)
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, les droites D et T , puis tracer la courbe
[image: image134.wmf]C


Partie C : Calcul d’une aire

1. Soit m un nombre réel strictement supérieur à ln2. On note 
[image: image135.wmf]()
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 l’aire, exprimée en unité d’aire, du 
    domaine plan délimité par la courbe
[image: image136.wmf]C

, la droite D et les droites d’équations 
[image: image137.wmf]ln2
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.
    Déterminer 
[image: image139.wmf]()

Am

en fonction de m.

2. Calculer la limite de 
[image: image140.wmf]()
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lorsque m tend vers 
[image: image141.wmf]+¥
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PROBLÈME 5-12 points

   Les objectifs de ce problème sont :

– l’étude de quelques propriétés d’une fonction f et de sa courbe représentative,

– un calcul d’aire entre deux courbes.

Partie A

    Soit l’équation différentielle
[image: image142.wmf]()
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,où y est une fonction de la variable réelle x et 
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    dérivée. Soit f la fonction définie sur l’ensemble R des nombres réels par :
[image: image145.wmf]2
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    où k désigne une constante réelle.

1. Calculer f ′(x).

2. Montrer que la fonction f est solution de l’équation 
[image: image146.wmf]()
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.
3. Déterminer le réel k pour que 
[image: image147.wmf](0)1
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Partie B

    On considère les fonctions f et g définies, pour tout nombre réel x, par : 
[image: image148.wmf]2
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[image: image149.wmf]2
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. On note
[image: image150.wmf]C

la courbe représentative de f et
[image: image151.wmf]P

la courbe représentative de g dans le plan 
    muni d’un repère orthogonal d’unités graphiques 3 cm sur l’axe des abscisses et 2cm sur l’axe 
   des ordonnées.

1. a. Déterminer
[image: image152.wmf]lim()
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, 
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   b. Déterminer 
[image: image154.wmf][
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. Interpréter graphiquement ce dernier résultat.

   c. Étudier sur 
[image: image155.wmf]R

la position relative des deux courbes
[image: image156.wmf]C

et 
[image: image157.wmf]P

 .

2. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x,  
[image: image158.wmf]'()(1)21
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    b. Montrer que la courbe 
[image: image159.wmf]C

admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0.

3. Sur la feuille annexe :

   a. Compléter le tableau de valeurs arrondies au centième.

   b. Tracer la courbe 
[image: image160.wmf]C

dans le cadre où a déjà été tracée la courbe 
[image: image161.wmf]P

.

Partie C

1. Démontrer que la fonction H définie sur 
[image: image162.wmf]R

par 
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est une primitive de la fonction h 
    définie sur 
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 par 
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2. Soit A la partie du plan limitée par les courbes
[image: image166.wmf]C

et
[image: image167.wmf]P

, l’axe des ordonnées et la droite d’équation 
[image: image168.wmf]x
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     où 
[image: image169.wmf]a

 est un nombre réel supérieur ou égal à 2.

  a. Colorier la partie A sur la feuille annexe dans le cas particulier où 
[image: image170.wmf]2
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.

  b. Pour 
[image: image171.wmf]2
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 quelconque, déterminer l’aire de la partie A en fonction de 
[image: image172.wmf]a

, en unités d’aire puis en cm2.

  c. Calculer 
[image: image173.wmf](
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  d. Quelle est la limite de l’aire de A en cm2 lorsque
[image: image174.wmf]a

 tend vers +∞?
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Problème 1
Partie A 
1. L'équation  y' + y = 0 est de la forme y' - ay = 0 avec a = -1 , or on sait que les solutions de cette équation   

     sont des fonctions y définies par 
[image: image176.wmf]()
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où k est une constante réelle quelconque. 
2. 
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, la fonction h est dérivable sur [image: image178.png]


et pour tout réel x on a : 
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    (forme (uv)' = u' v + uv' ) donc
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 , il en résulte que la fonction h vérifie l'équation (1) elle est donc solution de l'équation (1).
3. a. On admet que toute solution de (1) s'écrit sous la forme g + h, où g désigne une solution de 

       l'équation (2) donc toute solution de (1) s'écrit : 
[image: image181.wmf]()2
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 où k est une constante réelle 

      quelconque. 
b. f est solution de (1) donc 
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avec la condition initiale f(0) = -1 on va déterminer la 

    constante k  : ke0 + 0 = -1 d'où k = -1. La fonction f est définie sur 
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Partie B 
1. a . 
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1. b. 
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   et par conséquent 
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 Conséquence graphique On en déduit que la courbe [image: image206.png]


admet l'axe des abscisses, d'équation 
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2. a.
[image: image210.wmf](

)

'()2(21)23

xxx

fxexexe

---

=--=-+

 
      sur 
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 donc f ' (x) est du signe de 
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2. b.
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3.a. Soit x l'abscisse du point d'intersection de la courbe C avec l'axe des abscisses on a : 

       f(x) = 0 d'où 
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   équivaut à 2x 1 = 0 soit x = 1/2. La courbe coupe l'axe des abscisses 

       au point d'abscisse 1/2.
b. Au point d’abscisse 
[image: image216.wmf]1
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   du point 
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    Equation de la tangente : 
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    Au point d’abscisse 
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. Equation de la tangente : 
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c. ( Voir figure ci-contre )
Partie C     
1. Pour tout réel x ,on a : 
[image: image227.wmf]'()2(23)2(232)
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2. On en déduit une primitive F de f sur [image: image230.png]


:  
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 3.c
Partie C : Détermination d'une primitive

1. Il y a 2 méthodes pour répondre à cette question : 
1ère méthode : si on a trouvé dans la partie A que la fonction 
[image: image232.wmf]f

de la partie B est la solution de l'équation différentielle (1), alors on a : 
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2ème méthode : on vérifie que 
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Donc on a bien 
[image: image238.wmf]()'()2

x

fxfxe

-

=-+


2. En utilisant la relation précédente, on en déduit que la primitive F de 
[image: image239.wmf]()
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Problème 2

Partie A 
      E1: 
[image: image245.wmf]'3

yy

=

      E2 : 
[image: image246.wmf]'2
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.
 1. la solution générale de E1 est :
[image: image247.wmf]3
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 Le résultat du système 
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 Par une addition membre à membre on obtient
[image: image256.wmf]1

1

k

=

et 
[image: image257.wmf]2

3

k

=-


  d’où
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Partie B      
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1.a. 
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  . On en déduit que la droite ([image: image267.png]


) d'équation y = 0 (axe des abscisses) est asymptote à (C) en 
[image: image268.wmf]-¥
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c) L'abscisse du point d'intersection de (C) et de l'axe des abscisses est la solution de l'équation f(x) = 0.
Les coordonnées de A sont (ln3 ; 0).

La position relative de (C) par rapport à l'axe des abscisses est donnée par le signe de f(x). On a donc :
La courbe (C) est au-dessous de l'axe des abscisses sur l'intervalle
[image: image270.wmf];ln3
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 et au-dessus de cet axe sur l'intervalle
[image: image271.wmf]ln3;

éé

+¥

ëë

.

	x
	
[image: image272.wmf]-¥

           
[image: image273.wmf]ln2

                       
[image: image274.wmf]+¥



	
[image: image275.wmf]'()

fx


	        0           +

	
[image: image276.wmf]()

fx


	0                                             
[image: image277.wmf]+¥


           

                     4 


2. 
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3. Il en résulte du 2. le tableau de variation suivant

4. Equation de la tangente T à (C) au point B d'abscisse 0
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5. Voir graphique
Partie C
 1. F primitive de f.   
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 la courbe est en dessous de l’axe des abscisses
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PROBLÈME 3. 10 points

Partie I

1. On sait que les solutions de cette équation différentielle sont de la forme : 
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2. a. On a 
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[image: image298.wmf]x

e

-

est donc solution de (E).
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Partie II

1. Comme 
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  . on peut en déduire que
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 On en déduit que la droite
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 d'équation y = 0 (axe des abscisses) est asymptote à (C) en 
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Géométriquement ceci signifie que l’axe des abscisses est asymptote horizontale à la courbe Cf au voisinage de moins l’infini.

a. f est la différence de deux fonctions dérivables sur R et 
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   Comme ex > 0, quel que soit le réel x, le signe de f ′(x) est celui de la différence
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   c. On a donc le tableau de variations suivant :
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2.  
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3. Voir plus bas.

Partie III

1. Sur 
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    Sur 
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3. a. Voir plus bas.

b. On a vu que pour 
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donc l’aire de la partie D est, en unité d’aire égale à l’intégrale I, 
   soit 
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PROBLÈME 4-11 points

Partie A : résolution d’une équation différentielle

1. On sait que les solutions de cette équation différentielle linéaire du premier ordre sont : 
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Partie B : étude d’une fonction

1. a. 
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    est asymptote à la courbe C en +∞.

2. Étude des variations de la fonction f

a. 
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On en déduit le tableau de variations suivant :

c. On a 
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    Tangente T à la courbe C en son point d’abscisse 0 est donc :
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d. On a 
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    Il existe donc un réel unique α de l’intervalle [1 ; 2] tel que 
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3. Voir plus bas.

Partie C : Calcul d’une aire

1. On a vu que sur 
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2. On sait que 
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Problème 5
1. Partie A

     Soit f la fonction définie sur l’ensemble
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des nombres réels par :
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2. On calcule 
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    Donc la fonction f est bien une solution de (E).
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Partie B

1. a. On sait que
[image: image417.wmf]lim0

x

x

xe

-

®+¥

=

,  et donc 
[image: image418.wmf]22

lim1lim

xx

xxx

®+¥®+¥

-+==+¥

 
[image: image419.wmf]lim()

x

fx

®+¥

=+¥


 On a 
[image: image420.wmf]2

()1

gxxx

=-+



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image421.wmf]22

lim()lim1lim

xxx

gxxxx

®+¥®+¥®+¥

=-+==+¥


b. 
[image: image422.wmf]()()

x

fxgxxe

-

-=

.
[image: image423.wmf][

]

lim()()lim0

x

xx

fxgxxe

-

®+¥®+¥

-==

. Ceci signifie que la courbe P est asymptote 
    à la courbe C au voisinage de plus l’infini.
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     Donc pour 
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2. a. Le calcul a déjà été fait au dessus : il suffit de remplacer k par 0.

    b. 
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Le coefficient directeur de la tangente à la courbe C au point d’abscisse
        0 est égal à   
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, ce qui signifie que la tangente est horizontale.

3. Sur la feuille annexe :

   a.& b. Voir ci-dessous.

Partie C

1. On a  
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. Ceci montre que la fonction H est une  primitive de la 
    fonction
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 f sur R.

2. a. Voir la figure

     b. On a 
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 ; on sait donc que sur l’intervalle 
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la différence 
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est positive ; donc 
         l’aire de la partie A est égale en unité d’aire à :
     c. 
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.  On a vu que 
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  d. l’unité d’aire est égale 
[image: image443.wmf].326²
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.  Conclusion : la limite de l’aire de 
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 est  égale à 
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