Pondichery, Bac Avril 2008

1. Exercice 1 (4 pts)

X
g€ -1

1. Soitf la fonction définie suf1; +eo[ parf(x)= et soitH la fonction définie suf1 ; +oo[ par

a. Justifier qué etH sont bien définies syrl ; +oo| .

b. Quelle relation existe-t-il enti¢ etf ?

c. Soit C la courbe représentativefdians un repére orthonorrr(a&D i, ]) du plan. Interpréter en termes d'aire le nombre
H(3).

2. On se propose, dans cette question, de donreraadrement du nombitd ( 3).

X ex
=X—.
g¢-1 1-¢e*

3
b. En déduire qut{ £(x) dx=3|n[ 1—ij— In[ 1—3j—
1 e e

a. Montrer que pour tout réed>0,

3
In| 1- €* ) dx.
J, (1)
1 —x 1
c. Montrer que sil< x< 3, alorsin| 1-= sln(l—e )sln 1—; .
e

3 3
d. En déduire un encadrementﬁeln (1—e‘X ) dx, puis dej f(x)dx.
1 1

2. Exercice 2 (5 pts, non spécialistes)

Cet exercice contient une restitution organiséeamaissances.

Partie A

On suppose connus les résultats suivants :

1. Dans le plan complexe, on donne par leurs affixezs etz trois pointsA, B etC. Alors
Z5 - Zg - PR

8% |- CP ot arg 22" % |=(CA,CH)( 20).
z,— 72| CA I~ 7o
2. Soitz un nombre complexe et sditun réel : z= &’ si et seulement diz|=1 et arg( z) =6+ k27, ok est un entier

relatif.

Démonstration de coursdémontrer que la rotatiand’angle a et de centreQ d'affixe w est la transformation du plan
qui a tout pointM d’affixe z associe le poi¥!’ d’'affixe Z tel que

A

7-w=¢( - w).
Partie B
Dans un repére orthonormal direct du plan complgxet, V) d’unité graphique 2 cm, on considére les pagtB, C etD
d'affixes respectivesz, = —J/3-1i, z5=1- i3, Zc =/3+i et zp = -1+ 3.
1. a. Donner le module et un argument pour, chdesrguatre nombres complexgszs , Zc et z.
b. Comment construire a la regle et au compasdeggA, B, C etD dans le reperéO ; U, V) ?

c. Quelle est la nature du quadrilat&@CD ?
2. On consideére la rotationde centreB et d’angle—g. SoientE etF les points du plan définis paE:=r (A) etF =r (C).

a. Comment construire a la régle et au compasdiesgr- etE dans le repére précédent ?
b. Donner I'écriture complexe de
c. Déterminer I'affixe du poin.
1
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3. Exercice 2 (5 pts, spécialistes)

Partie A
On suppose connu le résultat suivant :

Une applicatiorf du plan muni d’un repére orthonormal direct damsri@me est une similitude directe si et seulemeht s
admet une écriture complexe de la forzle= az+ k, ot addC* et bOC.

Démonstration de courson se place dans le plan complexe.

Démontrer que shB, A’ et B’ sont quatre points tels quéeest distinct deB et A’ est distinct deB’, alors il existe une
unique similitude directe transformalenA’ etB enB’.

Partie B
Dans le plan complexe muni d'un repére orthonomiedctl (O ; U, V) on considére les point8, B, C, D d'affixes

respectivesz, = —/3 -1, zz =1- W3, 7o =+/3+i et z5 = -1+ i/3.
1. a. Donner le module et un argument-de chacuiquiEse nombres complexes 7z , Z: etz.
b. Construire a la régle et au compas les péing C etD (on prendra pour unité graphique 2 cm).

c. Déterminer le milieu du segmem()], celui du segmentBD]. Calculer le quotient—2 . En déduire la nature du
Zp
quadrilatereABCD.

T
L
2. On considére la similitude diregjelont I'écriture complexe est'= e 3 z+ 2.

a. Déterminer les éléments caractéristiqueg. de
b. Construire a la régle et au compas les imaggeotivesE, F etJ parg des point#, C etO.
c. Que constate-t-on concernant ces pdintsetJ ? Le démontrer.

4. Exercice 3 (4 pts)

On considére un tétraédABCD. On notel, J, K, L, M, N
les milieux respectifs des arétesB|, [CD], [BC], [AD],
[AC] et [BD].

On désigne pa6 I'isobarycentre des poinis, B, C etD.

1. Montrer que les droiteslJj, (KL) et (MN) sont
concourantes e@.

Dans la suite de I'exercice on suppose dhig= CD,
BC=AD et AC=BD. (On dit que le tétraedrABCD est
équifacial car ses faces sont isométriques). D

2. a. Quelle est la nature du quadrilat®&L ? Préciser
également la nature des quadrilatéhé3N et KNLM.
C

b. En déduire qudJ) et KL) sont orthogonales. On admettra que, de mémedrdites (J) et (MN) sont orthogonales et les
droites KL) et (MN) sont orthogonales.

3. a. Montrer que la droiteJ] est orthogonale au plaMKN).

b. Quelle est la valeur du produit scalaideM K ? En déduire queJ) est orthogonale & la droitAR).
Montrer de méme quéJ est orthogonale a la droit€D).
c. Montrer ques appartient aux plans médiateurs 48] et [CD].

d. Dans cette question, toute trace de recherche, méaommpléte, ou d'initiative, méme non fructueusera prise en
compte dans I'évaluation.

Comment démontrerait-on q@est le centre de la sphére circonscrite au tétea®BICD ?
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5. Exercice 4 (7 pts)

On cherche & modéliser de deux fagcons différeféeslution du nombre, exprimé en millions, de foyémancais possédant
un téléviseur a écran plat en fonction de I'année.

Les parties A et B sont indépendantes
Partie A : un modéele discret
Soit u, le nombre, exprimé en millions, de foyers possédartéléviseur a écran plat 'annge

On posen = 0 en 20054, =1 et, pour touh >0, U, =% h(20-y,).

1. Soitf la fonction définie sur [0 ; 20] pdr( x) =1—]6x( 20-X).

a. Etudier les variations desur [0 ; 20].
b. En déduire que pour toxif] [0 ; 20], f (x) O[O ; 10].

¢. On donne ci-dessous la courbe représentative la tbnctionf dans un repere orthonormal. Représenter a I'agdeed
graphique les cing premiers termes de la s(.mr,e) o Sur l'axe des abscisses.

n>

2. Montrer par récurrence que pour toufl N, 0 < u, < uy,,,; < 10.
3. Montrer que la suitéu, ) _, est convergente et déterminer sa limite.

Partie B : un modele continu
Soit g( x) le nombre, exprimé en millions, de tels foyerafiéex.

On posex=0 en 2005,g(0) =1 etg est une solution qui ne s'annule pas §0r;+«|[ de I'équation différentielle

R _
(E):y —Zoy(lo y).

1. On considére une fonctigrmui ne s'annule pas S@O ;+oo[ et on posez =1.
y

a. Montrer que est solution de (E) si et seulement et solution de I'équation différentielle :

1 1
E): z'=—=2z+—.
(=) 550

b. Résoudre I'équation (et en déduire les solutions de I'équation (E).

10
1

9e 2 +1

2. Montrer queg est définie suf 0 ;+ o[ par g( x) =

3. Etudier les variations dpsur [0 ; +oo] .

4. Calculer la limite dg en +oo et interpréter le résultat.
5. En quelle année le nombre de foyers possédatet équipement dépassera-t-il 5 millions ?
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F-r=-7-777
F-F—+—+-4
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Corrigé

Exercice 1

X
e-1

1. Soitf la fonction définie suf1 ; +co[ parf(x)= et soitH la fonction définie suf 1 ; +oo[ par

la Pour tout x de[ 1; +oo[ , € —1>0 donc f est définie. De plus sur cet intervdliefpnction est continue
comme gquotient de fonctions continues (& dénomimaten nul). La fonction primitive H est donc deé.

1b. Par définition, H est la primitive de f qui s'ale en 1. On a donc H' = f.

1c. La fonction f est clairement positive sur [1 ;B[.3) peut donc s’interpréter comme I'aire géonugiei (en
unités d’'aires) du domaine situé entre I'axe dessiabes et la courbe C et les droites verticalégudition x = 1 et
X =3.

X A X

2a. Pour tout réek >0, puisquee g = € =1.

-1 &-1 &% 1-¢* 1- &~

2b. Nous allons appliquer une intégration par paftiestes les fonctions sont a dérivée continue doest licite).

v'= = v:In(l— e‘x)

1-e* 1-e*

u=x u'=1 3 3
Ona o _(1—e'X)':>{ doncJ.1 f(x)dx=[><ln(1— e* )]f—J.l In(l— éx) d:etona

donc bienH(3):J. ’ f(x)dx= 3In( Ligj_ In( 1_%}-)_
1 e

2c. Pour tout x compris entre 1 et 3, la fonctior In (1— e'x) est croissante comme composée des fonctions
décroissantex > € * et X > —X et de la fonction croissantg — In(1+U) (dériver si vous n'étes pas

convaincus !).

Ainsi, par croissance de la fonction sur [1 ;31si x < 3, alorsIn (1—1'js In(l— e’ ) < In( 1—§1j .
e

2d.
> D’apres les relations d’'ordre liée a I'intégrati@n intégrant chaque membre de I'encadremerdssids, on

3 1 3 3 1
obtientJ. In[l——jdxsj. In(l— e‘x) dxsj In( 1——3j d> cad
1 e 1 1 e

3 3 3 3
In(l—:—LjJ. dst. In(l— e'x) dx< In[ 1——13JJ. d> soit 2In[1—:—LjsJ. In( 1—e"x)dxs 2Ir( 1——13j.
e)d1 1 e )1 e 1 e
o o

3-1 3-1

3
> Pour plus de clarté, notors= In[l—}j, b= In( 1——13j : hous avons donﬁasj In(l— e ) dx< 2h.
S € 1

3 3
Cherchons a encadrét (3) = 3 - a—I In( 1-¢* ) dx:ona-2b< —I In( 1-¢* ) dx< -2adonc
1 1

b-as< H(3)<3(b-a).
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Exercice 2 (non spécialistes)

Partie A
Soit r la rotation d'angler et de centreQ d’affixe w, qui a tout poinM d’affixe z associe le point!’ d’affixe

Z.
oM _

. - Qv =QMm T 1
Pour tout point M distinct du centre, par définiti R — cad{y QM .
arg@Qm QM =46 arg@M QM )= 6
- ZF1
PosonsZ =2— Y : les relations précédentes s’écrivi Lt F d’'apres le pré requis 1.
Z-w argz)=¢6

z'-w
Z—-W

D’aprés le pré requis 2, on a alafs= =d’ cad z-w= & ( z-w).

Partie B
Dans un repeére orthonormal direct du plan complgxe U, V) d’unité graphique 2 cm, on considére les paits
B, C etD d'affixes respectivez, = —J/3-1, zz=1- i3, Zc =/3+i et zp = -1+ 3.

N T 7 A\ L .
la.z, =—3-i=-2 V3, 10\ pinds = abe Zy =1- 3= 1,¥8 a5 2's
2 2 2 2
. iE X i277T
7o =\3+i=-z,=¢é"z=2¢ Zy=-7=¢€"gz=2¢ed.

1b. Déja, tous ces points se trouvent sur le cerae Eentre O et de rayon 2.

A > pour tracer B, on trace la verticale d’équation %,=et on
prend son intersection avec le cercle E d'ordonnée
négative.

D » D est son symétrique par rapport a O.
> pour tracer C, on trace I'horizontale d’équatior i, et
1 on prend son intersection avec le cercle E d’'ordenn
C positive.

» A est son symétrique par rapport a O.

© 1c. Il semble que ABCD soit un carré (direct).

» Par définition de la symétrie de centre O, O esnilgeu
des diagonales [BD] et [AC].

» De plus ces diagonales se coupent perpendiculaiteme
puisque

B (08,0¢) =(0B ) +("y O¢ =~("u O+ (" Ofmais

par définition de I'argument d’'un complexe, on—éﬂ,O—B) =-arg(z ):7—; et (ﬂ&) =arg(z ):%T donc on

obtient (58&) =7§T+%=L2T. ABCD est donc bien un carré®(voir question 1c de I'exercice qui suit pour
une démonstration par les affixep
2a. Construisons E par exemple : il s’agit donc destrmiire un triangle équilatéral BAE dans le semkréct.

» ontrace d'abord le cercle de centre B et de r&&n

» On trace ensuite, au compas et a la regle, la tniégiale [BA].

> Le point E est alors le point d’intersection ducteret de la médiatrice tel que le triangle BAR slains
le sens indirect.
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T 47
3.

2b. D'aprés le cours, on sait qug- z, = élg( z g) ou M(z) est envoyé sur M'(Z’) et; = 2e

2c.Comme E est limage de A, =2e 3+e3[2e6 2e3] 2e3+2é-2e3.

V3,1 \/—3) 2-/3+i.

Revenons a la forme trigonométrique de ces compleze = 2[1 \/5’ ;J [ NoL Sy N

Exercice 2 (spécialistes)

Partie A
On suppose connu le résultat suivant :

Une applicationf du plan muni d’'un repére orthonormal direct darigari@me est une similitude directe si et
seulement siadmet une écriture complexe de la forale= az+ L, ot allC* etbOC.

Démonstration de courson se place dans le plan complexe.
SoientA,B, A’ et B' quatre points tels quA est distinct deB et A’ est distinct deB’ ;: formons le systeme
.=az,+hb
{ " ZA+ b d’'inconnues a et b. Pour prouver qu'il existe un&ue similitude s qui envoie A sur A’ et B sur
Zg = ap
B’, on va prouver qu’il existe un unique couplebjesolution du systéme.

. . . . . N . . z .
» soit on connait la notion de déterminant d’'un systéet ici le déterminant e*tA j‘= z,— Z, qui est
ZB

non nul par hypothése, d'ou la conclusion cherchée.
» Sinon, on le résout !

z, =az+ L
z,=az+b |[z.=az+b .
B - ~ :commez, -z #0 ona(S) = §__ z, -z, etfinalement
Zp=ag+b |- z2= &z (L} a=—"—r~
B A
b=2z.-az
(S) = a=Z "% : a et b sont bien définis de maniere unique.
Z3~ 2,
Partie B
la.1b. Voir la correction de I'exo des non spé.
777 N3 g
ZA=—\/§—i=— £+1'| k‘”e6—286 ZB:]_—i\/?-’,: 1+£| :2;3:2_;3
2 2 2 2
) i ) 2
:\/§+i:_ZA:éﬂzA:2é ZD:_ZBzé]T%:263
+
1c.Le milieu du segmentAC] a pour affixe%=0 donc c’est l'origine, de méme que celui du segment

[BD].

. Z 2e i .
Calculons le quotient® =———_=e 6 =e 2 =1.
2 6

- ABCD est donc un carré : ses diagonales se coupetaur milieu O et elles sont perpendiculairesque

arg[%] = 7—27 = (ﬁ@) .
A
7
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s

2a.g est une similitude de rappo+e_|3 =1, d'angle arg{e_i3J=—%T et de centre d'affixe w telle que

s 2
w=e 3wH2 o w= —=..=1- /3= z. B est donc son centre et on peut remarquer gestgine

rotation.

2b. Voir exo de non spé.

2¢.On sait que O est le milieu de [AC] : une simiiéuconservant les milieux, on peut en conclure hjest le
milieu de [EF].

Exercice 3

1. Tout réside dans I'associativité du barycentes.lpothése, G est barycentre de (A,1) (B,1) ((H1).
» comme | milieu de [AB], | est barycentre de (A,1LB; de méme J barycentre de (C,1)(D,1).
» Par associativité du barycentre, G est barycerr@,#d)(J,2) : c’est donc le milieu de [IJ] donc point
de (19).
» On montre de la méme facon que G est le miliewkdi$ ¢t [MN] et en particulier, G est bien le poidé
concours de (1), (KL) et (MN).

Dans la suite de I'exercice on suppose 4= CD, BC=AD et AC=BD. (On dit que le tétraed@BCD est
équifacial car ses faces sont isométriques).

2a.
> IKJL est unlosange en effet, d'aprés le théoréme des

milieux dans le triangle ABD, on a—L=%@. De méme,
U [,
dans BDC,KJ :E BD.

Premiére conclusionIL = KJ donc
IKJL est un parallélogramme.

Enfin, dans ABC, on aK :%E et dans ADC, on a

LJ =%A—C. Comme par hypothése BD = AC, on a ainsi

IL=KJ :%BD:—;AC: IK=LJ :les 4 cotés du plg

sont de méme longuedKJL est bien un losange.
> on montrerait de méme qlMdJIN et KNLM sont des losanges.

2b. Les diagonales d'un losange sont orthogonales dl@)cet KL) sont orthogonales. On admettra que, de
méme, les droited]) et (MN) sont orthogonales et les droitéd J et (MN) sont orthogonales.
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3a.Pour montrer que la droitéJf est orthogonale au plaMKN), il suffit de montrer qu’'elle est orthogonale a
deux sécantes de (MKN).

1. Montrons que (KL) est incluse dans le plan (MKN)

L 2. Montrons que (1J) est orthogonale aux deux gésafiKL) et
[ (MN) du plan (MKN).

1. D’'aprés le 2a, KNLM est un losange donc en gpaligr les
points K N L et M sont coplanaires : L est doncnbis point de
(MKN) et comme K aussi, la droite (KL) est inclugans le plan.

2. D'apres le 2b,19) et KL) sont orthogonales, de méme que les
droites (J) et (MN).

La conclusion cherchée découle de la propriété @&wrci-
dessus.

3b. Une droite orthogonale a un plan est orthogonateude droite de ce plan donc, comme (MK) est dans
(MKN), la question précédente assure que (1J) é€)(sbnt orthogonales. Ainsi.MK = 0.

D'aprés le théoréme des milietMK :%HB : ainsi 1.MK :%ﬁ.ﬁ: 0 : ainsi (J) est orthogonale & la droite

(AB).

Méme raisonnement!J.ML = 0 d’aprés le 3a, et commdL =%ﬁ), on alJ.CD =0 : ainsi (J) est orthogonale

a la droite CD).

3c.Le plan médiateur a [AB] est le plan orthogonaldAB) qui passe par son milieu I. Comme (1J) est
orthogonale & (AB) et passe par |, (1J) est inctiees le plan médiateur.

Mais d’aprés la premiére question, G appartiehi}ddonc G est dans le plan médiateur a [AB].
On montre par le méme type de raisonnementGappartient au plan médiateur d&]].

3d. G est dans le plan médiateur de [AB] donc GA = GRest dans le plan médiateur de [CD] donc GC = GD

En faisant un raisonnement semblable avec la d(bid) qu'avec la droite (1J), on montrerait que GBGD et
GA =GC.

On a donc GA = GB = GC = GD ce qui assure Guest le centre de la sphere circonscrite au tétea&Rl€D.

Exercice 4

On cherche a modéliser de deux facons différefdeslution du nombre, exprimé en millions, de fayéancais
possédant un téléviseur a écran plat en fonctidiadeée.

Partie A : un modele discret
Soit u, le nombre, exprimé en millions, de foyers possédartéléviseur & écran plat 'année

On posen = 0 en 20054, =1 et, pour tout >0, U, :1—10141(20— W) .

Soitf la fonction définie sur [0 ; 20] paf ( x) =%x( 20~ Xx) =1—10( 20x- ¥ )
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1a.f est dérivable et on 4 '( x) =%( 20- 2x) =_&1'>( 10- x) qui est négative sur [10 ; 20] et positive suy @].

f est donc décroissante sur [10 ; 20] et croisssunt¢0 ; 10].

X 0 10 20
1b. Tragons le tableau variations de f sur [0 ; 20]. f'(x) + 0 -
10
ORI
0 0

Ainsi, d’apres le tableau de variations de f, poutx(1[0 ; 20], f (x) O[O0 ; 10].

1c. Voir votre cours.

2. Soit P(n) la proposition 8 < u, < U, <10 ».
>y =1 ety = f(u,) =1.9 donc P(0) est vraie.

> supposons P(n) vraie au rang n cad Qe&u, < uU,,; < 10. Comme f est croissante sur [0 ;10], on en déglgt
f(0)< f(u,)< f(u,y)< f(10) cad qued<u,,; < U,., <10 : P(n+1) est donc vraie.
Ainsi, pour tout n entier naturel, P(n) est vraie.

3.
> La suite est croissante, majorée par 10 doecceliverge. Notons L sa limite. On a bien 8& L < 10.

> Commeu,,, = f(u,), comme f est continue sur [0 ;10], elle est cargien L : d’aprés le cours, lorsque la suite
converge elle converge forcément vers un pointdixd.

Etudions donc L = f(L)= 20L-L?=10L = L(10-L)= O= L= Oou L= 1t

> Mais la suite croit dona, = u, =1 pour tout n dond_ 21 : L ne peut donc étre nul, L = 10.

Partie B : un modéle continu
Soit g( x) le nombre, exprimé en millions, de tels foyersitiéex.

On posex=0 en 2005,g(0)=1 et g est une solution qui ne s'annule pas $@r;+«[ de I'équation

différentielle (E) :y' =%y( 10-y).

1. On considére une fonctigmui ne s’annule pas S|[|O ;+ oo[ et on posez = E
y

la. z est solution de I'équation différentielleJE z' = —% z+2—10
y' 1.1 1= 1 1
e ——==-Xx—+— o —-y'=—|y -10y) = y'=— Y10~ ) ssiy sol de (E).
VRl vhe S 20(y2 y) =y W10~y ssiy (E)

2. > Les solutions de (E1) sont les fonctions défmarz(x) = Ke® +%.
9
>Commeg(0)=1onaz(0)=1 Kt:E.
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Ainsi z(x):%)(gg +1) donc g(X -1 _ 10

20 gez41

X

%e

3. g est dérivable et on g'(X) =10-42" . comme une exponentielle est toujours positivessg positive
X

2
9e2+1j

sur | donc g croit sur |.

4.0nalime?=1lim X =0 donc par compositiofim g(X) =10.

X - +00 X - 400

Cela signifie qu’a terme, cad pour un grand nonasbeenées, le nombre de foyers francais possédatéiémiseur
a écran plat sera proche de 10 millions, suivamhgéele (méme résultat avec les suites d’ailleurs).

exp>0

—= X X .
25 - 102482+ 5= ®°< 1= ( K)e

N lx

5. On veut résoudre I'équatiog(X) =5 ssi <

X

%9e2+1

Ol

Comme la fonction logarithme est croissante pour® g(x) =5 - —12(5 =In(9) = x= 2In( 9 soit a partir de

la cinquiéme année donc dés 2010.
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